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Resumen. El análisis de datos en los campos de ciencia de datos y la
minería de datos involucra la agrupación y clasi�cación de información
que posee propiedades comunes. Existe gran cantidad de algoritmos para
clasi�cación, sin embargo, uno solo no es capaz de clasi�car todo tipo
de distribuciones y densidades. En el presente trabajo se introduce un
algoritmo de clasi�cación basado en la función softmax implementada
en redes neuronales arti�ciales. El algoritmo propuesto concatena un
número k−funciones softmax para llevar a cabo clasi�caciones de datos
linealmente no separable. Se presentan resultados usando bases de datos
tipo benchmark, en donde se muestra casos �simples� de clasi�cación,
i.e., linealmente separables, así como casos �complejos�, i.e., casos no
linealmente separables. Se presenta el cambio del espacio de partición de
las funciones softmax en función del número de iteraciones.

Palabras clave: Función Softmax, agrupamiento, clasi�cación, atribu-
tos, bases de datos sintéticas.

Classi�cation Algorithm Based on the Softmax

Function

Abstract. Data analysis in data science and data mining involves the
clustering and classi�cation of information with common properties. The-
re are many algorithms for classi�cation; however, no one of them is
capable of classifying all types of distributions and densities. In the
present work, a classi�cation algorithm based on the softmax function
implemented in arti�cial neural networks is introduced. The proposed
algorithm concatenates many k−softmax functions to carry out linearly
non-separable data classi�cations. Results are presented using bench-
mark databases, where simple classi�cation cases are shown, i.e., linearly
separable, as well as more complex cases, i.e., non-linearly separable
cases. The change of the partition space of the softmax functions is
presented according to the number of iterations.
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1. Introducción

El creciente interés por agrupar y clasi�car información es debido a la gran
cantidad de información que se maneja en las redes sociales y en Internet en
general. La ardua tarea de agrupar y clasi�car información -atributos- que poseen
o comparten características comunes, es una tarea angular en las áreas de, ciencia
de datos, minería de datos y reconocimiento de patrones. A pesar de la gran
cantidad de algoritmos tanto de agrupamiento como de clasi�cación, aún no se
tienen un solo algoritmo que funcionen para agrupar y clasi�car todo tipo de
datos.

Los algoritmos de agrupamiento-clasi�cación se clasi�can de acuerdo con
su criterio de agrupamiento, y también de acuerdo con la cantidad de datos
que pueden manejar (dimensiones y extensión). Existen diferentes clasi�caciones
sobre los algoritmos de agrupamiento-clasi�cación, por ejemplo, Dong et al. [8]
los clasi�can en supervisados y no supervisados. Una clasi�cación más extensa
es la hecha por Zhao et al. [23] en donde los autores presentan las clasi�cacio-
nes siguientes: Particional [10,9,13], Jerárquica [22,17,4], Basada en densidad

[12,3,14], Basada en rejilla [6,5,21], Espectral [20,15,16], Gravitacional [19,7,2],
y basada en redes neuronales [1,18,11] . La presente propuesta pertenece al grupo
de los Particionales, es decir, que particiona o divide es espacio de los atributos.

El algoritmo propuesto particiona el espacio de los atributos de acuerdo con
funciones Softmax (funciones de tipo exponencial normalizadas, se explica en
capítulo 2). Se utilizó redes neuronales arti�ciales para su diseño y se implementó
en lenguaje de programación Python 3.7 con todos los módulos necesarios. La
metodología propuesta fue evaluada usando las bases bi-dimensionales Shape

ampliamente usadas en la bibliografía de agrupamiento-clasi�cación. La base de
datos Shape se tomó del grupo Machine Learning de la Universidad del Este de
Finlandia 1. Esta base se tomó porque contiene distribuciones simples (lineal-
mente separables, R15, D31). Distribuciones más complejas en donde clases están
embebidas en otras (Jain, �ame, and compound). Por último, distribuciones muy
complejas en forma de espiral con clases embebidas (spiral and pathbased).

El resto de este documento esta organizado de la siguiente manera. La sección
2 introduce la metodología propuesta. La sección 3 introduce los conjuntos de
datos utilizados y el protocolo de evaluación. La sección 4 muestra los resultados
experimentales. Finalmente, la sección 5 discute las limitaciones y conclusiones
de este trabajo.

1 http://cs.joensuu.�/sipu/datasets/
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2. Propuesta

La presente propuesta está basada en el clasi�cador Softmax, cuya función
de probabilidad está en términos de funciones exponenciales normalizadas. Sea
X ∈ <d un punto muestra en el espacio d y contando con N puntos muestra.

Sea c la etiqueta de la clase correspondiente, con c = 1, c = 2, c = 3..., c = K
y K es el número total de clases. La ecuación 1 representa el cálculo de las
probabilidades para K−clases:

Ψ(X,W ) =


p(c = 1|X)
p(c = 2|X)
p(c = 3|X)

...
p(c = K|X)

 =
1∑K

j=1 e
WT

j
·X


e(W

T
1 ·X)

e(W
T
2 ·X)

e(W
T
3 ·X)

...

e(W
T
K ·X)

 . (1)

Siendo W el vector de pesos, con W ∈ <d.
Por otro lado, Si consideramos a la entropía cruzada H como métrica para

medir la precisión entre modelos pronósticos probabilísticos y los valores reales,
la ecuación 2 representa la entropía cruzada:

H(p, q) = −
∑
X

p(X)log[q(X)]. (2)

Siendo p la probabilidad verdadera y q la probabilidad obtenida (o predicha)
a partir de un modelo, en éste caso será Ψ(X,W ) (ver ecuación 3):

H(p, q) = −
∑
X

p(X)log[Ψ(X,W )]. (3)

Cabe remarcar que, en realidad H es la función que observa el error, de ahí
que vamos a de�nir a la función de costo por medio de la ecuación 4. Observamos
que en la función de costo está en término de los vectores de peso W . Es decir,
la optimización versará en encontrar los vectores de peso W que mejor separen
las clases:

J(W ) =
1

N

N∑
i=1

H(p, q), (4)

donde N es el número de observaciones.
Ahora la función J(W ) se puede reescribir de la siguiente manera:

J(W ) = − 1

N

N∑
i=1

K∑
c=1

p(c)log(q(c)). (5)

Si consideramos que las clases c (o etiquetas) las podemos expresar como 'one
hot' por ejemplo c1 = [1, 0, 0, ...] para la clase 1, c2 = [0, 1, 0, ...] para la clase 2
y así para K clases. La ecuación 5 se puede escribir como:

J(W ) = − 1

N

N∑
i=1

K∑
c=1

δ(yi) · log

[
e(W

T
c ·Xi)∑K

j=1 e
(WT

j
·Xi)

]
, (6)
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donde δ(yi) es una delta de Dirac y vale 1 para una c clase dada.
Para el cálculo de actualización de pesos W , se determinará de la siguiente

forma (ver ecuación 7):

Wj =Wj − α∇Wj
J(W ), (7)

donde Wj es un vector de pesos de la matriz de pesos W ∈ <d×K , α es tasa de
aprendizaje y ∇WjJ(W ) es el gradiente del costo para esa vector j.

Por último, el gradiente descendente se calcula de la expresión 8 siguiente:

∇Wj
J(W ) = − 1

N

N∑
i=1

[δ(ci)−
e(W

T
c ·Xi)∑K

j=1 e
(WT

j
·Xi)

]Xi. (8)

Finalmente, remarcamos que los espacios de partición delimitado por el cla-
si�cador propuesto serán linealmente separables, pudiendo ser linealmente sepa-
rable a trozos.

3. Bases de datos

Se utilizaron bases de atributos bi-dimensionales tomados del grupo de apren-
dizaje de máquina de la Universidad del Este de Finlandia 2. Se eligió la base de
atributos Shape por sus características desde las simples, distribuciones esféricas
separadas, distribuciones embebidas y aún más complejas, en forma de espiral.

La Fig. 1 muestra los 8 conjuntos de datos, así mismo, la Tabla 1 muestra
las características de cada conjunto. Los conjuntos de datos son : Aggregation
(Fig. 1(a)), Compound (Fig. 1(b)), Pathbase (Fig. 1(c)), Spiral (Fig. 1(d)), D31
(Fig. 1(e)), R15 (Fig. 1(f)), Jain (Fig. 1(g)), y Flame (Fig. 1(h)). El conjunto
de bases de atributos contiene desde 2 clases hasta 31. El mínimo número de
atributos es de 240 y el máximo de 3, 100.

Tabla 1. Bases de datos sintéticas Shape a clasi�car.

Conjunto No. clases No. muestras

Aggregation 7 788
Compound 6 399
Pathbase 3 300
Spiral 3 312
D31 31 3100
R15 15 600
Jain 2 373
Flame 2 240

2 http://cs.joensuu.�/sipu/datasets/
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Cluster Assignments and Centroids, database: Jain, classes: 2

(a) Conjunto Jain
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Cluster Assignments and Centroids, database: R15, classes: 15

(b) Conjunto R15 (c) Conjunto D31
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Cluster Assignments and Centroids, database: Aggregation, classes: 7

(d) Conjunto Aggregation
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Cluster Assignments and Centroids, database: Flame, classes: 2

(e) Conjunto Flame
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Cluster Assignments and Centroids, database: Compound, classes: 6

(f) Conjunto Compound
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Cluster Assignments and Centroids, database: Pathbased, classes: 3

(g) Conjunto Pathbased
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Cluster Assignments and Centroids, database: Spiral, classes: 3

(h) Conjunto Spiral

Fig. 1. Base de datos Shape original.

4. Metodología

El algoritmo de clasi�cación propuesto fue implementado en una computado-
ra Apple-MAC i27� 3, se utilizó Python 3.7 como lenguaje de simulación con los
módulos requeridos tanto de redes neuronales como de gra�cación.

3 3.1GHz quad-core Intel Core i5 con 6MB on-chip shared L3 cache, 16GB de memoria,
procesador grá�co AMD Radeon HD 6970M con 1GB de memoria.
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Función Principal(x,y, iteraciones)
Comentario: x atributos y y etiquetas de archivo txt
inicio

X ← matrix 'x' + una columna de 1′s
Y ← transformación de las etiquetas 'y' a la representación �one-hot�
k ← número de clases
n ← número de atributos
W ← valores aleatorios de W de tamaño [n+ 1× k]
Z ← hipotesis(X,W)
mientras m < iteraciones hacer

W=gradiente(X,Y,Z,n,k)
L ← costo(Z,Y)
Z ← hipotesis(X,W)

�n
ypred ← max_por_�la_de(W ∗X)

�n
Algoritmo 1: Función Principal.

Función hipotesis(X,W)
Comentario: X es la matriz de atributos y W es la matriz de pesos
z ← X*W
s ← matriz de ceros de tamaño z
mientras j < números de observaciones hacer

Z ← z[j �la]
s[j �la] ← exp(Z)/suma(exp(Z))

�n
Regresar s

Algoritmo 2: Función hipótesis.

Función costo(Z,Y)
Comentario: Z es la matriz de probabilidades y Y es la matriz de
etiquetas
suma ← 0
mientras j < números de observaciones hacer

Z ← z[j �la]
J ← producto_punto(Z[j �la],Y[j �la])
J ← log(J)
suma ← suma+J

�n
Regresar suma∗(−1/número de observaciones)

Algoritmo 3: Función costo.

El seudocódigo del programa principal se muestra en el Algoritmo 1 y las
funciones invocadas son tres: Función de hipótesis (ver Algoritmo 2), Función
de costo (ver Algoritmo 3) y la Función de gradiente (ver Algoritmo 4). Se usó
la base de datos Shape descrita en el capítulo anterior, la cual cuanta con 8 tipo
de distribuciones-densidades.
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Función gradiente(X,Y,Z,n,k)
Comentario: Z es la matriz de probabilidades y Y es la matriz de
etiquetas
mientras j < números de observaciones hacer

suma ← matriz de 1's de tamaño 1x(n+1)
alfa ← 0.01
mientras i < números de observaciones hacer

suma ← suma + (Y[i,j]-Z[i,j])*X[i �la]
�n
W[j columna] ← W[j columna] - (-alfa/número de
observaciones)∗suma

�n
Regresar W

Algoritmo 4: Función gradiente.

Dado que el algoritmo es iterativo, se tomó como criterio de paro el error, es
decir, cuando el error encuentra su valor mínimo, para cada una de las bases de
datos el número de iteraciones es variable.

5. Resultados experimentales

Se ha llevado a cabo la segmentación-clasi�cación con el algoritmo propuesto
usando la base de atributos bi-dimensional shape. Los ocho conjuntos sintéticos
fueron clasi�cados dando una medida del error (ε) para cada grupo. La ecuación
9 permite expresar un cociente entre el número de puntos clasi�cados incorrec-
tamente, con respecto al número total de puntos de cada clase:

ε =
Clasi�cación incorrecta

Total elementos por clase
. (9)

5.1. Evolución de clasi�cación

A manera de ejemplo, presentamos la evolución del espacio de partición en
dos dimensiones, para el conjunto de datos Aggregation. La base está constituida
de 7 clases con 788 puntos muestra por clase. En la Fig. 2 podemos apreciar la
evolución para 50, 500, 5,000, 50,000 y 100,000 iteraciones, respectivamente. Así
mismo, la Fig. 2(f) presenta la evolución del error en función del número de
iteraciones.

Como se puede apreciar en la Fig. 2(e), el espacio bidimensional pudo ser
dividido en 7 zonas independientes, zonas: verde, azul, amarilla, naranja, café,
magenta y rosa). Cada zona logró abarcada los puntos correspondientes a cada
una de las clases de forma exitosa, obteniendo una precisión del 98.98% (ver
primera línea de la Tabla 2). Cabe recordar que el sistema de clasi�cación
está basado en la función Softmax, la cual trabaja e�cientemente en espacios
linealmente separables.
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(a) 50 iteraciones. (b) 500 iteraciones. (c) 5,000 iteraciones.

(d) 50,000 iteraciones. (e) 1000,000 iteraciones. (f) Error en aprendizaje

Fig. 2. Evolución del espacio de división del clasi�cador Softmax sobre la base de datos
Aggregation.

5.2. Evolución de desempeño sobre la base �Shape�

Las ocho bases de atributos de la base Shape, fueron clasi�cadas por el
sistema de clasi�cación propuesto. Se analizaron tres componentes: el error de
aprendizaje, el espacio bi-dimensional de partición y la matriz de confusión. Las
Figs. 3 y 4 muestran los resultados para las 8 bases de atributos. Los resultados
cuanti�cables del desempeño se muestran en la Tabla 2. El performance se obtuvo
como el promedio de la diagonal principal de la matriz de confusión. Las bases de
atributos se agruparon en tres categorías, de acuerdo con su forma de distribución
y su complejidad en: �Fáciles�, �Medios� y �Complejos�.

Fáciles: El sistema propuesto funciona bien sobre los conjuntos Aggregation,
R15 y Jain, con desempeños de 98.98%, 94.50% y 90.08%, respectivamente
(ver Tabla 2).
Medios: Sobre las bases Flame, Compound y R31, los resultados son buenos
con desempeños promedio de 88.36%, 77.94% y 76.87% y 65.66%, respec-
tivamente.
Complejos: Para éste tercer grupo, el más complejo, los resultados con
la metodología propuesta, son los siguiente: Para Pathbased y Spiral los
resultados de desempeño son 65.66% y 32.69%, respectivamente. Los valores
de desempeño son muy bajos debido a que son distribuciones linealmente no
separables.
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(a) Conjunto Aggregation:

resultado de clasi�cación

(b) Conjunto Aggregation:

error en aprendizaje

(c) Conjunto Aggregation:

matriz de confusión

(d) Conjunto Compound: re-

sultado de clasi�cación

(e) Conjunto Compound:

error en aprendizaje

(f) Conjunto Compound:

matriz de confusión

(g) Conjunto D31: resultado

de clasi�cación

(h) Conjunto D31: error en

aprendizaje

(i) Conjunto D31: matriz de

confusión

(j) Conjunto Flame: resulta-

do de clasi�cación

(k) Conjunto Flame: error en

aprendizaje

(l) Conjunto Flame: matriz

de confusión

Fig. 3. Clasi�cación del sub conjunto �simple� de la base de datos Shape.
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(a) Conjunto Jain: resultado

de clasi�cación

(b) Conjunto Jain: error en

aprendizaje

(c) Conjunto Jain: matriz de

confusión

(d) Conjunto Pathbased: re-

sultado de clasi�cación

(e) Conjunto Pathbased:

error en aprendizaje

(f) Conjunto Pathbased: ma-

triz de confusión

(g) Conjunto R15: resultado

de clasi�cación

(h) Conjunto R15: error en

aprendizaje

(i) Conjunto R15: matriz de

confusión

(j) Conjunto Spiral: resulta-

do de clasi�cación

(k) Conjunto Spiral: error en

aprendizaje

(l) Conjunto Spiral: matriz

de confusión

Fig. 4. Clasi�cación del sub conjunto �complejo� de la base de datos Shape.
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Tabla 2. Clasi�cación de las 8 bases de datos sintéticas Shape.

Conjunto Precisión promedio

Aggregation 98.98%
Compound 77.94%
Pathbase 65.66%
Spiral 32.69%
D31 76.87%
R15 94.50%
Jain 90.08%
Flame 88.36%

6. Conclusiones

Se ha podido diseñar e implementar un clasi�cador basado en la función
Softmax de manera exitosa. El sistema propuesto es capaz de desplegar n clasi-
�cadores Softmax, que como es bien sabido, es un clasi�cador lineal. A partir de
subdivisiones del espacio de clasi�cación se logró, linealmente clasi�car la base
de datos Shape.

Las bases de atributos se agruparon en tres categorías, de acuerdo con su
forma de distribución y su complejidad en: Fáciles, Medios y Complejos.

Fáciles: Aggregation, R15 y Jain , para los cuales el sistema propuesto
funciona excelentemente (desempeños entre el 90% y 99%)
Medios: Flame, Compound y R31 , para este tipo de distribuciones los
resultados son buenos, con desempeños entre 66% y 88%.
Complejos: Pathbased y Spiral Para este tercer grupo, los desempeños
son muy bajos (en los 30s%) debido a que son distribuciones linealmente no
separables.

Finalmente, podemos a�rmar que el sistema propuesta funciona muy bien
cuando se trata de distribuciones linealmente separables.

Como trabajo futuro se probará el algoritmo propuesto a n dimensiones de
los atributos (más de 2 dimensiones). Adicionalmente se trabajará con más bases
de datos utilizadas (benchmark) en el campo de clasi�cación de atributos.
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